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Un paréntesis entre la clase de la mañana y
ahora…



Variable aleatoria y distribución (modelo)
Recordemos notación y algunas definiciones

▪ Parámetro 𝜃: propiedad de la población (en general desconocida). Ejemplo: media
poblacional 𝜇

▪ Estadístico: una cantidad que se calcula a partir de los datos muestrales. Ejemplo: ത𝑋
▪ Estimador መ𝜃: un estadístico específico que se usa para estimar un parámetro. Ejemplo:
ത𝑋 = ො𝜇

▪ Pregunta: ¿cuáles son fijos y cuáles variables aleatorias? ¿por qué?
▪ Función de densidad/probabilidad acumulada de la variable aleatoria 𝑋

𝑋~𝐹𝜃
▪ Función de densidad/probabilidad

𝑋~𝑓(𝜃)
▪ ¿Una distribución famosa que conozcan?

𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎)



¿Qué hacemos en estadística?
Muestreo

Inferencia
Población

Muestra
Datos

Mundo ideal Mundo real

Parámetro 𝜃 Estimador መ𝜃



Concepto de distribución muestral

Población
(𝜇)

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

ҧ𝑥1

ҧ𝑥2

ത𝑋 es una variable aleatoria

Función de densidad

ҧ𝑥3

𝜇

Si 𝑋 es una variable aleatoria normal 𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎), 
entonces ത𝑋 =

1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 tiene distribución

ത𝑋~𝒩(𝜇,
𝜎

𝑛
)

Función de densidad acumulada



Simulemos datos poblacionales en R



Simulemos datos poblacionales en R

• ¿Necesitamos hacer inferencia?



Mirando la distribución muestral de ത𝑋 en R



Distribución muestral de ത𝑋
• ¿Es la distribución de X?
• ¿Qué aspecto tiene?

Recordemos: 𝜇 = 33, 𝜎 = 3



Ejercicio 1

1. Calcule la media de la distribución muestral de ത𝑋, ¿qué observa?
2. Calcule el desvío estándar de la distribución muestral de ത𝑋, ¿qué observa?
3. Repita la simulación anterior pero variando el tamaño muestral 𝑛, ¿qué

observa?



• ¿Es la distribución de X?
• ¿Qué aspecto tiene?
Recordemos: 𝜇 = 33, 𝜎 = 3

Resultado teórico
𝐸 ത𝑋 = 𝜇

sd ത𝑋 =
𝜎

𝑛

• ¿Podemos hacer esto en la 
vida?

Distribución muestral de ത𝑋



¿Qué pasa si tomamos muestras más grandes?



Población y muestra 
Una manera interactiva de verlo…



Ejemplo 1

• Queremos estimar un parámetro (poblacional)
• NO tenemos los datos poblacionales, tenemos datos de una

muestra aleatoria
• Sabemos que ത𝑋 es una variable aleatoria
• Queremos no solamente estimar un valor (puntual) para 𝜇, sino

además determinar con qué variabilidad = cuánta incertidumbre
o cuánto error cometemos en nuestra estimación

• Estimación por intervalos



Ejemplo 1 – Cálculo de ERROR

• Opción 1: usando resultados teóricos

• ¿Qué ventajas y desventajas tendría usar la opción 1?



Ejemplo 1 – Cálculo de ERROR

• Opción 2: usando los datos muestrales (método empírico)

bootstrap



Ejemplo 1 – ¿Cómo lo hacemos en la PC?

Teoría Normal

Bootstrap



Ejemplo 1 – Resultados

• ¿A quién se parece?
• ¿Para qué podemos usar esta 

distribución?



Ejemplo 1 – Resultados
• Veamos los intervalos



Ejemplo 1 - ¿Qué representa el IC del (1-α)%?



Ejemplo 1 - ¿Qué representa el IC del (1-α)%?



Verificamos coverage en la simulación anterior

• ¿Qué relación podemos establecer entre la varianza y el IC?
• ¿Qué significa que el coverage me dé por debajo del valor nominal?

ത𝑋 ± 𝑡𝛼
2
𝑆𝐸



Ejemplo 2 – datos reales
• Queremos estimar un parámetro

(edad media de la población urbana
argentina)

• NO tenemos los datos
poblacionales, tenemos una
muestra (aleatoria) → Encuesta
permanente de hogares

• ¿Son normales?
• ¿Representan parámetros?



Ejercicio 2

1. Obtener una aproximación de la distribución muestral de la edad media a
partir de los datos muestrales (distribución bootstrap)

2. Calcular un IC para la media poblacional bajo normalidad
3. Calcular un IC para la media poblacional mediante bootstrap



Hagamos bootstrap a ver qué pasa…



Un resultado MUY importante de la estadística

Teorema Central del Límite
(TCL)



Ejemplo 3 – regresión  

A) regresión lineal simple (RLS)
• Tengo datos (𝑥, 𝑦)
• Modelo 𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖

• Uso el modelo estimado para predecir  ො𝑦0 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥0

• Objetivo: estimar variabilidad de los estimadores, por ej. var( መ𝛽1)

- Decir algo sobre 𝛽 (poblacional), interpretar
- Dar un IC para la predicción 



Ejemplo 3A – RLS 

• Opción 1: resultados teóricos

• Opción 2 ???



Ejemplo 3A – RLS 



Ejemplo 3A – RLS 



Ejemplo 3 – regresión 

B) regresión lineal múltiple (RLM)

Datos de vinos



Ejemplo 3B) regresión lineal múltiple (RLM)
Datos de vinos

• Tengo datos
• Ahora el modelo es 𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑖𝑛 + 𝜀𝑖

• Objetivo (inferencial): el mismo que antes



Ejemplo 3B) regresión lineal múltiple (RLM)
Datos de vinos - ¿Cómo lucen? ¿Parece tener sentido la regresión?



Ejemplo 3B – RLM 



Ejemplo 3B – RLM 





Ejemplo 3B – RLM 
• Comparación



Para reflexionar…
• En modelos clásicos, las varianzas de los estimadores suelen obtenerse en

forma analítica.
• En modelos más complejos, deducir expresiones cerradas puede ser muy

difícil, tedioso o directamente impracticable.
• Bootstrap permite aproximar numéricamente distribuciones muestrales,

errores estándar e intervalos de confianza.
• Particularmente útil en machine learning y modelos no lineales o “no
clásicos”.



Un caso que estamos investigando

Incertidumbre de predicción en problemas de regresión no lineal
con datos químicos y redes neuronales
• Liliana Forzani
• Fabricio Chiappini

Colaboración con
• Mariela Sued (UdeSA, CONICET)
• Alejandro Olivieri (UNR, CONICET)



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?

◎ Qué muestras nos interesan
◎ Cómo son nuestros datos
◎ Qué es calibración

42



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?

◎ Qué muestras nos interesan

43

La 𝑦 (variable respuesta) es la
cantidad de una sustancia
disuelta

La expresamos en general como
medida relativa (concentración),
es decir, cantidad de sustancia
por unidad de volumen



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?

◎ Cómo son nuestros datos

44



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?

◎ Cómo son nuestros datos
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Estas son nuestras variables 
predictoras (𝐗)
Datos espectrales (espectros)



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?
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Muestra V1 V2 V3 V4 V5 …

1 …

2 …

3 …

… …

Variables

Se
ña

l

Nuestra matriz de datos
n: 30-100
p: 100-10000
d: menor a 10



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?
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Los datos son muy redundantes (multicolinealidad)

Sustancia A Sustancia B
Mezcla

(comb lin de A y B)



El contexto: ¿qué hacemos en quimiometría?
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Aplicamos técnicas de reducción de la dimensión (ej PCA)

PC1 PC2 PC3

Con los datos, entrenamos modelos de regresión
• El modelo base es el mismo: 𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑖𝑛 + 𝜀𝑖

• La diferencia es que ahora las 𝑥 no son las variables espectrales originales, sino
combinaciones lineales de ellas tales que (si la reducción fue buena), puedo
resumir la información importante en términos de variabilidad, en un conjunto
de variables predictoras mucho menor (variables latentes)



El problema
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Datos 
espectrales ෩𝐗 (n x 

p)
PCA

Reducción de la 
dimensión

෡𝐖

Scores ෩𝐓 =
෩𝐗 ෡𝐖

n x d

Datos train

෤𝐲

Medición 
experimental

(todo tiene ruido)

෤𝐲

Fitting
෡𝛃

Datos espectrales nuevos
෤𝐱 (1 x p)

Datos test

Predicción
por IC

ො𝑦 ± 𝑡𝜎ො𝑦Componentes de variabilidad que aportan a 𝜎ො𝑦
• Ruido de los datos (sx, sy)
• Ajuste del modelo (estimación de ෡𝛃)
• Reducción de dimension (estimación de ෡𝐖) 



Mundo ideal Mundo real



Modelo lineal con error en las variables (notación)
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෤𝐲 = ෩𝐗 + 𝚫𝐗 𝛃 + 𝚫𝐲

෤𝐲 = ෩𝐗𝛃 + 𝚫𝐗𝛃 + 𝚫𝐲

෤𝐱𝑢 = 𝐱𝑢 + 𝚫𝐗

ො𝑦𝑢 = ത෤𝑦 + ෤𝐱𝑢
T෡𝛃 = ത෤𝑦 + 𝐱𝑢

T෡𝛃 + 𝚫𝐗෡𝛃

𝐲 = 𝐗𝛃La verdad

Modelo en términos de la verdad 
y de lo que mido

Un nuevo x
(el espectro de una muestra test)

Ecuación de predicción

Varianza de la predicción (Delta Método)

𝜎ො𝑦𝑢
2 ≈

𝜎Δy
2 + ෡𝛃

2
𝜎Δx
2

𝑛
+ ෤𝐱𝑢

T𝐕 ෡𝛃 ෤𝐱𝑢 + ෡𝛃
2
𝜎Δx
2



Modelo lineal con error en las variables (notación)
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Varianza de la predicción
𝜎ො𝑦𝑢
2 ≈

𝜎Δy
2 + ෡𝛃

2
𝜎Δx
2

𝑛
+ ෤𝐱𝑢

T𝐕 ෡𝛃 ෤𝐱𝑢 + ෡𝛃
2
𝜎Δx
2

𝜎ො𝑦𝑢
2 ≈

𝜎Δy
2 + ෡𝛃PCR

2
𝜎Δx
2

𝑛
+ (෤𝐱𝑢 ෡𝐖)𝑇𝐕 ෡𝛃PCR ෤𝐱𝑢 ෡𝐖+ ෡𝛃PCR

2
𝜎Δx
2

• No consideramos el error en la estimación de W
• No tiene en cuenta la corrección del sesgo en la estimación de ෡𝛃PCR

(al observar x con ruido, hay un problema de consistencia)
• La relación entre las variables podría ser no lineal

Varianza de la predicción
(con reducción, ej PCR)

Las fuentes de 
variabilidad



Varianza asintótica H (caso general)



Varianza asintótica H (caso lineal)



Algunas ideas finales…
• Usamos Teoría Asintótica para probar existencia de distribuciones

límite, es decir,

• Bootstrap no la reemplaza, es un mecanismo numérico para aproximar
una cantidad teórica cuya existencia ya fue demostrada

• Cuando hacemos simulaciones tipo Monte Carlo (cálculo de coverage)
hacemos una validación empírica: queremos saber qué tan buena es
la aproximación en un contexto práctico (muestras con tamaño finito
razonable)



MUCHAS GRACIAS
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